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By means of the energy method, L-splines of Types I and II are characterized 
as weak solutions of generalized boundary value problems. This characterization 
provides a computational procedure for L-splines. A collection of numerical 
examples illustrates the method. 
EINLEITUNG 
In dieser Note wird auf der Grundlage der Theorie unbeschrgnkter 
linearer Operatoren mit Hilfe der Energiemethode (Mikhlin [16]) eine 
Charakterisierung der L-Splines 2n-ten Grades (n > 1) vom Typ 1 bzw. II 
(Schultz-Varga [ 191) als schwache LSsungen von verallgemeinerten Rand- 
wertproblemen der Form 
hergeleitet. Dabei ist L, die Restriktion des linearen Differentialoperators 
L = &4jc, ajDi mit dem Definitionsbereich Dom (L) = W,“(Z), 
Z x 10, I[ C Iw, und den Koeflizientenfunktionen aj E gmn(f), 0 < j < n; 
a,(x) :# 0, x E f, auf den Kern der mit Hilfe der distributionentheoretischen 
Ableitungen der Dirac-MaBe Ed , Ed konstruierten stetigen linearen Abbildung 
F+ == X ((-1) tic,, .c (-l)i 3~~) 
lJ:.::/gt-1 
von Wzn(Z) in den Raum Pt. Fiir Typ I ist t = n, fiir Typ II dagegen f :: I 
mit I == [$(n - I)] + 1 zu setzen; L 1* bezeichnet den zu L, adjungierten 
206 
OO21-9045/78/0223-0206$02.00/0 
Copyright 0 1978 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
L-SPLINES UND RANDWERTPROBLEME 207 
Operator. Es zeigt sich, daI3 Lt*Lt ein positiv-definiter, selbstadjungierter 
Operator mit dem Definitionsbereich W?(Z) n m2”(Z) bzw. dem Raum aller 
Funktionen u aus W?(Z) n @2L(1) mit DLu(0) = DjLu(l) = 0, 0 <j < 
II - I -- 1 ist. Ferner erweist sich k als eine stetige Linearform auf dem 
Energieraum (l@2n(Z); (L(.) I L(.)),,) von L,*L, bzw. (W,“(Z) n @“22(I); 
(L(.) 1 Z;(.)),) von L1*LI in der Form einer gewichteten Linearkombination 
von Dirac-MaBen an den inneren lnterpolationsknoten. Hierbei bezeichnet 
(. 1 .),, das kanonische Skalarprodukt des komplexen Hilbertraumes L,(Z). 
Der reproduzierende Kern (Meschkowski [15]) des Energieraumes von L,*L, 
la& sich im Falle der Existenz als dessen Green-Funktion berechnen. 
Durch Anwendung der Linearform k auf den reproduzierenden Kern 
ergibt sich dann eine geschlossene Darstellung fur die interpolierenden 
L-Splines und dariiberhinaus eine Mijglichkeit zu ihrer numerischen 
Dem Direktor des Rechenzentrums der Ruhr-Universitat Bochum, Herrn 
Prof. Dr. H. Ehlich, danken wir fur die Moglichkeit, die beigefiigten Beispiele 
auf der Rechenanlage TR 440 zu realisieren. 
1. KONSTRUKTION UND L~SUNG DES VERALLGEMEINERTEN 
RANDWERTPROBLEMS ZUM ANSATZ VON SARD 
Die komplexen Hilbertraume X, Y und Z sowie die stetigen, linearen 





Y 3 Ker(F) 
so gegeben, daf3 durch 
(x, y) - (6 I r))x = (Ux I Uy>y + (Fx I Fy)z (1.1) 
ein zum urspriinglichen aquivalentes Skalarprodukt auf X erklart wird. 
Das ist (Sard [18]) der Fall, sofern die verallgemeinerte Friedrichs’sche 
Ungleichung 
II x II; G B,2(/l Ux II? + II Fx II%> 04 > 0) (1.2) 
fur alle x E X erfiillt ist. Ferner sei Ker(F) dicht und stetig in Y eingebettet. 
Dann ist der unbeschrankte Operator 
u, = u, Dom(U,) = Ker(F) (1.3) 
abgeschlossen in Y. 
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Bezeichnet U,* den zu U, adjungierten Operator in Y, so gilt fur den positiven, 
selbstadjungierten Operator 
der 
A = U,*lJ,, Dam(A) = Dom(U1*U,) C Ker(F) (1.4) 
SATZ 1 (Delvos-Schempp [6]). Es ist A der eindeutig bestimmte positiv- 
definite, selbstadjungierte Operator in Y mit 
und 
Dam(A) C Ker(F) 
(Ax i V>Y = (ux I @)Y ( y E Ker(F), x E Dam(A)). 
Der Energieraum von A ist durch 
gegeben . 
Satz 1 wird sich im folgenden als wesentliches Hilfsmittel zur operator- 
theoretischen Erfassung von Spline-Problemen erweisen. Eine Anwendung 
der Energiemethode (Mikhlin [16]) auf A liefert (vgl. [13]) den 
SATZ 2. Zu jedem stetigen, linearen Funktional k E P(HA , C) gibt es 
genau ein Element sk E HA , welches das verallgemeinerte Randwertproblem 
Ax = k (x E HA) 
im schwachen Sinne lost, also der Beziehung 
(Ax I s& = (Ux I Us,) = (x, k) 
fur alle x E HA geniigt, und das k zugeordnete Energiefunktional 
H,3x++(Ux/ Ux),-2Re(x,k)E[W 
minimiert. Das Element sic ist der Repriisentant des Funktionals k. 
2. CHARAKTERISIERUNG UND DARSTELLUNG VON L-SPLINES 
In diesem Abschnitt wollen wir L-Splines des Typs I und II (Schultz- 
Varga [ 191) als schwache Liisungen von verallgemeinerten Randwert- 
problemen charakterisieren. 
Dazu wahlen wir fur Y den (komplexen) Hilbertraum L,(I) der quadrat- 
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integrierbaren Funktionen iiber dem offenen Interval1 Z = 10, 11 C Iw 
versehen mit dem Skalarprodukt 
(u, u) - (u 1 G)~ = s, u(x) u(x) dx 
und fiir X den Sobolev-Raum Wzn(Z) mit dem Skalarprodukt 
Unter wzn(Z) verstehen wir den Untervektorraum aller Funktionen u E W,*(Z), 
die den Randbedingungen 
D%(O) = ZPu(l) = 0 (O<j<n-1) 
geniigen. 
Als Abbildung U betrachten wir den Differentialoperator 
L = c ajDj 
O<j@ 
(ai E %fRn(I), 0 <j < n; a,(x) # 0(x El)), 
P-1) 
Dam(L) = W,“(Z). 
Dabei bezeichne &“(I) den Vektorraum aller Funktionen, die Restriktionen 
auf f von n-ma1 stetig differenzierbaren, IM-wertigen (W = [w oder K = @) 
Funktionen auf einem offenen Interval1 J C [w mit .Z 1 f sind. 
An die Stelle von F tritt fiir L-Splines vom Typ I bzw. II die mit Hilfe 
der Dirac-MaBe co und c1 sowie deren distributionentheoretischen 
Ableitungen definierte stetige, lineare Abbildung 
Ft : W,“(Z) + C2t, Ft = )( ((-l)j 8c, x (-1)j a$) (2.2) 
o<j<t-1 
mit t = n (Typ I) bzw. t = I (Typ II), wobei wir 
setzen. 
1 = [$(I? - I)] + 1 (2.3) 
Die Anwendung von Satz 2 erfordert die Giiltigkeit der Ungleichung 
(a I fdn < B,2,,(W I W, + o<;tJ DNW2 + I DW)l”>) (2.4) 
. . 
mit einer positiven Konstanten & fiir t = n, I und alle Funktionen 
u E W,“(Z). Sie ist nach Meier [14] garantiert, sofern II der Linearformen 
lj = (- 1)’ a’e, , &+j = (- l)t-l-iEw-I~, (O,(j<t-1) 
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linear unabhangig auf Ker(L) sind, was im Fall t -= fz stets und bei t = I 
insbesondere fur L -= P wegen 
mit r = 1 und s = I- 1 fiir gerades n bzw. Y -: 2 und s = I- 2 fiir 
ungerades ~1 zutrifft. DaB fur t = 1 die Ungleichung (2.4) nicht immer 
gesichert ist, zeigt etwa das Beispiel 
L = D’ $ 4~90~ , u(x) 7: sin(2nx). 
Fur die weiteren Erbrterungen im Fall t = I fordern wir deshalb, da13 
(2.4) giiltig ist. 
Wegen der Stetigkeit fon L (vgl. [9]) ergeben sich dann mit 
Ker(F,) = mz”(Z), Ker(l;t) = W,“(Z) f~ mgz(Z) 
die (Dl) entsprechenden Diagramme 
w,qz> F,+ pn W,“(Z) --fL u? 
L 
1 
(W L (D3) 
L,(f) e----3 HqyZ) 
1 
L,(Z) 4 W,"(Z) n ti2"(Z> 
Mit Hilfe der Greenschen Formel 
(Lu j z:)~ - (u 1 L*v), = 1 Dn-i-lu(x) c (-l)j D+z,-~+~(x) G))]:, 
O<i<n-1 OQSZ 
und den Koeffizienten 
bj = j,,F,, (-l)k (“;:) D”% (0 <.i d 17) (2.5) 
xi, 
des zu 
L, = L, Dom(L,) = Ker(F,) (t = 12, 1) 
adjungierten Operators 
Dom(L,*) = W,“(Z), 
Dom(L,*) = W,“(Z) n &;-z(Z) 
(2.7) 
L-SPLINES UND RANDWERTPROBLEME 211 
erhalten wir fur den Operator A aus Satz I 
A,u = c bjDj 
OQ<n 
(t = 4 0, 
sowie 
Dom(A,) = W:“(Z) n l%‘2n(I) 
Dom(A,) = {u E W,2”(1) n fi2 ‘(q?( DjLu(0) = DjLu(1) = 0,O <j ,( n - I - l}, 
(2.8) 
H&w = PfTv); (L(.)I L(.No), (2.9) 
H,,iz) = W,V) n JkV); (W U.)),). (2.10) 
Der folgende Satz gibt Auskunft iiber den reproduzierenden Kern des 
Energieraums von A, (vgl. such Ciarlet-Varga [2], sowie [lo], [6-81, und [13]): 
SATZ 3. Der reproduzierende Kern des Energieraums HAi ist die 
Green-Funktion Kt des Operators A, fiir t = n, I. 
Beweis. Nach Satz 1 ist A, positive-definit. Also existiert die Green- 
Funktion Kt von A, . Fur alle u E Dom(A,) erhalten wir mit Hilfe der 
Greenschen Formel aufgrund der Eigenschaften von Kt (und unter Beriick- 
sichtigung der Leibniz-Regel im Falle t = I): 
4~) =s, K&J, 4 At@) dx = J; WW, 4L4.4 dx 
- 0,2-l DE-jWIKt(y, x) . C (- 1)’ DT(an-r+j(x) Lu(x))l’o \\ O<T$T 
z j- LK(y, 4 Lu(x) dx = .c, L4 -LK& v) dx 
I 
= (Lu I -UM., Y>>O . 
Mit der Dichtheit von Dom(A,)in HAt(Z)und er Stetigkeit des Skalarprodukts 
folgt dann die reproduzierende Eigenschaft von Kt fur alle u E HAt(l). 
Zur Anwendung der Satze 2 und 3 auf L-Splines vom Typ I bzw. II 
erinnern wir zunachst an deren Definition (Schultz-Varga [19]). 
Sei 
w:o = x0 < **. < XN = 1 
eine Zerlegung von f. Mit Zi = &c-, , xi[ (1 < i < N) bezeichnen wir die 
durch w bestimmten offenen Teilintervalle von I. 
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1st f E W,“(I), so heil3t S, E W~-l(I) ein interpolierender L-Spline vom 
Typ I (t = n) bzw. II (zum Inzidenzvektor (I, l,..., 1, I) E RNfl; t I), 
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
rest,< St E %p(ri) (1 < i :> N; t = II, I); 
restJi L*LSt = 0 (1 < i < N; t = n, I); 
&cc) = f(Xi> (0 < i ,( N; t = II, I); 
D’S,(x,) = Djf(xJ (r = 0, N; 0 <.j < t - 1; t = n, I); 








Wir erhalten nun (vgl. such [13] ftir den Typ I) eine Charakterisierung und 
Darstellung solcher L-splines durch den nachstehenden 
KATZ 4. Der die Funktion f E Ker(F,) interpolierende L-Spline St vom 
Typ I bzw. II ist die eindeutig bestimmte schwache Liisung des verallgemeinerten 
Randwertproblems 
Atv = c %t(f> Gi (v E H,,(Z); t = n, 1) (2.16) 
lQ<N-1 
mit den Koejizienten 
Ci,t(f) = (-l)n (U,(Xi))” (D2n-1S,(xi+) -D2n-1St(~i-)) (2.17) 
fgr 1 < i < N - 1 und t = n, I. S, besitzt die Darstellung 
St: x - 1 c~.t(f> Kt(x, xi) (x E 1; t = n, I). (2.18) 
lqi<N-1 
Beweis. Wir fiihren den Beweis fur t = 1. Fiir t = n verlauft er vGllig 
analog. 
Wegen (2.14) gehiirt Sr zu HAI( Fiir alle v E H,.,l(I) folgt mit (2.12) 
und der Greenschen Formel 
(LV I LS& = C j- Lv(x) L&(x) dx 
l<i<N Ii 
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Aus Dh(0) = D+.(l) = 0 fur 0 < j < I - 1 und der Stetigkeit der Ab- 
Ieitungen von Sr bis zur Ordnung 2n - 2 ergibt sich unter Beriicksichtigung 
der Leibniz-Regel 
l<&N nm,<g,e2 Dn-i-1U(4 . o;<j (- 1)’ m%~+rw w~)~~~~l = 0. 
x.\ . . .Y 1 
Ebenso liefert (2.15) 
c c D”-j-lv(x) . 
k&N OQ<n-l-l 
Wegen v(O) = v(l) = 0 und der Stetigkeit von DjS, fur 0 < j < 2n - 2 
folgt schlieglich mit der Leibniz-Regel 




4x)(- 1)” @,(x>)~ D’IIS@~~,~l 
= - lJN (--I)” ((a,(Xi)>” D2”-1Sd~i-) :(,a - (&(Xs~-l>>” 
. . 
x D2”-1S&-1 +) c(x~-~)) 
= l,i;N-l (- 1)” (u&i)>” (D2”-Wxi+) - D2-Wi-)) 4xi) 
l<i<N-1 
Mit dem reproduzierenden Kern K6 von HAI erhalten wir gemal Satz 2 
und Davis [4] fi.ir alle y E I: 
= 1 %df> KdY, Xi). 
l<i&N-1 
Fur Operatoren erster bzw. zweiter Ordnung mit konstanten Koeihzienten 
lassen sich die cist(f) explizit in der Form 
bzw. 
Ci.t(f) = oif(Xi-1) + kv(-G) + &%+1> + Y c 4xxJ 
l<j<N-1 
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bestimmen. Dabei bezeichnet N die Anzahl der Knoten einer gquidistantcn 
Zerlegung von I. Die Grijl3en ‘u, ,5’ und 1, hgngen von den Operatorenkoeffi- 
zienten und fiir L =I~ D”’ (k = I. 3) such von der Schrittweite /I der Zerlegung 
ab. A;l bind die Elemente der gem%D der Adjungiertenformel mit Hilfe 
von Differenzeiigleichungsmethoden berechenbaren Inversen der tri- 
diagonalen Matrix des zugehiirigen linearen Systems der Stetigkeits- 
gleichungen (vgl. Ahlberg-Nilson--Walsh [I] fiir den Fall L 07. Dieses 
Verfahren (vgl. [13]) erweist sich jedoch fiir Operatoren zweiter Ordnung nur 
fiir Schrittweiten h 2; & als numerisch sinnvoll, benijtigt dann allerdings 
lediglich einen Rechenaufwand in der GrbBenordnung von 1%‘” Operationen. 
Auf ein weiteres Verfahren, das zum Teil fest implementierbar ist, nur 2N ~~~ 1 
Additionen und Multiplikationen erfordert und sich dariiberhinaus als 
numerisch stabil erweist, werden wir in einer weiteren Arbeit eingehen. 
3. BERECHNUNG VON L-SPLINES 
In diesem Abschnitt leiten wir eine MGglichkeit zur Berechnung von 
L-Splines her, die nur die Kenntnis des reproduzierenden Kerns des 
zugehiirigen Energieraums erfordert. 
Zungchst erhalten wir aufgrund der Interpolationsbedignung (2.13) 
aus den S&en 2 und 4 unmittelbar die definierende Minimaleigenschaft 
der L-Splines in 
KOROLLAR 5. Fiir f E HAt(I) (t = n, 1) ist St das eindeutig bestimmte 
Element in der Klasse aller u E HAt(Z) mit c(xi) = f (xi) (1 < i :< N - I), 
welches das Funktional v -+ (Lv 1 Lv), minimiert. 
Dieses Korollar und Satz 3 liefern dann mit Hilfe eines bekannten 
Ergebnisses aus der Theorie der Hilbertrgume mit reproduzierendem Kern 
(Meschkowski [15]) fiir S, die Darstellung (vgl. such Karlin [12], sowie 
[5-7, IO]): 
mit 
S,(x) = c aiKt(x, xi) (x~I;t=n,Z) (3.1) 
l<i<N-1 
c K&G , ~$1 ai = f (4 (1 <j<N-l;t=n,1). (3.2) 
l<i<N-1 
Dabei bezeichnet Kt den reproduzierenden Kern des Energieraums Ha, . 
Die Koeffizienten cist( f) lassen sich also in der Form 
berechnen. 
ci t(f > = ai (1 <i<N-l;t=n,l) (3.3) 
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Wir bemerken, da13 die Matrix des Systems (3.2) positiv-definit ist und sich 
somit das Verfahren von Cholesky anwenden Ia&. Bislang haben wir 
ausschliehlich interpolierende L-Splines zu Funktionen f~ HAt(I) (t = n, Z) 
untersucht. Es bleibt zu zeigen, darj die homogene Betrachtungsweise keine 
Einschdnkung bedeutet. 
Bezeichnen wir mit Pt (t = IZ, I) das (verallgemeinerte) Hermite-Birkhoff- 
Polynom als eindeutig bestimmte LSsung des Randwertproblems 
L*LPt = 0 0 = n, 0, 
DiP,(x,) = Djf(xJ (0 <j < t - 1; r = 0, N; t = 12, I), (3.4) 
DLP,(x,) = 0 (O<j<n-z-l;r=O,N) 
fiirfc! WzTi(Z), so gehort die Funktion 
w=f-PP, (3.5) 
zum Raum HAt(l) (t = n, I). 
Setzen wir 
S&f = &,w + p,ct = n, 0 (3.6) 
mit dem w interpolierenden L-Spline S,,, , so gilt 
&,fW = f(xd (0 < i < N; t = n, I), 
DjS,*,(x,) = Djf(xJ (O<j<t-l;r=O,N;t=n,Z), (3.7) 
DjLS,,,(x,) = 0 (O<j<rz-Z-l;r=O,N). 
Wir erhalten dann den 




V, = {v E W,“(I) ( v -,f E HA& 
&,f = &,uJ f pt 
das eindeutig bestimmte Element in der Klasse aller v E W,“(I) mit 
4x0 = f(Xi) (0 < i < N), 
Div(x,) = Dif(xr) (0 <,j < t - 1; r = 0, N), 
welches das Funktional 
v - (Lv / Lv), 
minimiert. 
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Ferner ist & die eindeutig bestimmte schwache LGsung des verallgemeinerten 
Randwertproblems 
A,v= 1 Ci.t(W> %# 
l<i$N-1 
(v E V,), d.h. es gilt 
(Lv I L&f), = c Ci.t(d 4-G) 
l<i<N-1 
-t c D"-'-'f(x) . 
n-t<,gn--I 
fiir alle v E Vt . 
Beweis. Mit z: = (u - S,,f) + S,,f folgt 
(Lv / Lv), = (L(v - S,,,) I L(v - St,,)), + @&f I -a,fh 
+ 2 Re(L(v - &) I L&,,)o . 
Nach Definition von S,,f gilt 
(L(v - S,,,) I L&f)” = (L(v - SJ I LS,,,), + (L(v - S&f> I LPt)o * 
Die Greensche Formel liefert 




+ c D”-‘(r - 
O<i<n-1 
S,,,)(x) . ,& (- 1)’ wJn-i+~(x> Wx))/~ 
s 
-__- 
= (2. - S,,,)(x) L*LPt(x) dx 
;- o<$;n-l Dn-i-l(tl - &f)(X) . c (--lY WG4j(X) mq. 
,. Oqgi 
Der Integralterm verschwindet wegen (2.12) bzw. (3.4) und der diskrete 
Teil aufgrund der Bedingung (3.7) fiir den Typ I bzw. (3.4), (3.7) und (2.15) 
fiir den Typ II. 
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Es folgt die Orthogonaltitatsrelation 
w - &,A I LWO = 0 
und somit die behauptete Minimaleigenschaft fur St,?. Fur alle u E W,“(Z) 
mit u --f~ H,:(Z) (t = n, I) erhalten wir 
vu I -w,f)O = (Lu I -w,w)o + 0 I LPt)o - 
Wie im Beweis zu Satz 4 ergibt sich 
und 
+ c p-i-lz;(x) . n-tgj<n-1 n-gT<j (- 1)' wk+r(x) mq: ,, 
Wegen (u - f) E ZZAt(Z) und &J = St,v + Pt folgt mit der Linearitlit von 
L die Behauptung. 
Fur Polynom-Splines n-ten Grades vom Typ I, also den Fall 
L = D", Dam(L) = IV,%(Z), 
lassen sich das Polynom P, und der reproduzierende Kern K, des Energre- 
raums 
HA, = (%V); (D”(.)I D”(*No) 
zum Operator 
A, = (-1)” Dzn, Dom(A,) = W?(Z) n I@2n(Z) 
explizit angeben. 
Nach Phillips [17] erhalten wir fiirfE Wzn(Z) als Losung des Zwei-Punkte- 
Hermite Randwertproblems 
(-1)" D2"P, = 0 
Dip,(O) = Djf(O) 
DjP,(l) = Djf(l) (0 <j < 12 - l>, 
das Polynom 
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mit 
Berticksichtigt man, da13 
G&Y, y) :-: (-1)” (x - y)~-‘/(2~ - I)! 
die Green-Funktion des Anfangswertproblems 
(-1)” D% = I’ (0 E W2yz); c E L,(Z)), 
Dju(0) = 0 (0 :g,j < 2n - 1) 
ist, so ergibt sich mit Hilfe von P, und G, einer Idee von Gordon [I l] 
folgend fur den reproduzierenden Kern von HA, die Funktion 
4. NUMERISCHE BEISPIELE, ANWENDUNGEN AUF DIE STATISCHE 
BIECWNG VON BALKEN 
Das in (3.1) und (3.2) bzw. Satz 6 beschriebene Verfahren zur Berechnung 
von L-Splines sol1 an einigen numerischen Beispielen illustriert werden. 
Zu den Funktionen 
aus f8’~“(Z) bzw. 
fl(x) := 4x(1 - x) sin(7rx) 
f2(x) = sin(97x) 
aus Wz2(Z) n ti21(Z) bzw. 
aus W22(Z) wurden jeweils die in Frage kommenden L-Splines &, (t = n, 
I; n = 1,2; k = 1, 2, 3) zu den Knoten 
xi = i/l0 (0 < i < 10) 
berechnet. Dazu wurde der diskrete Fehler 
sowie die zugehijrende Rechenzeit Z in Sekunden ermittelt. 
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BEISPIEL 1. Operator: 
L = a * D1 (a(x) = (-&“‘) ) L*L = -Dl(aZDl). 
Reproduzierender Kern von (a21(1); (L(.) L(.)),): 
K(x, y) = 3x(2 f x)(3 - y * (2 + v)) (0 < x < Y < I>, 
= &y(2 + y)(3 - x * (2 + x)) (0 < Y d x < 1). 
Hermite-Birkhoff-Polynom: 
e-4 = --cx - 1)(x + 3)f3(0) + &x(x + 2)f,(l) 
k elsk Z 
- 
1 2,42 . 1O-2 0,38 
3 i I,42 . 1O-3 0,40 
BEISPIEL 2. Operator: 
L = D1 + aDO 
i 
1 a z - ___ 
1 xfl ’ 
L”L = -D’, 
Reproduzierender Kern von (ti2’(1); (L(e) I L(.)),): 
mx, v) = Y(l - 4 - (v - 4:. 
Hermite-Birkhoff-Polynom: 
fw = (1 - x)f3(0) + d-3(1) 




1 2,36 . 1O-2 
3 j 2,89 . 1O-3 
BEISPIEL 3. Operator: 
L = aD2 (a(x) = (&)1’2) , 
Typ I: 
L*L = D2(u2D2). 
Reproduzierender Kern von ( QZ2(1), (L(.) I L(.)),): 
K,(x, y) = &X2(Y - 1j2 (2Y(X + 3)&J + 13) -x(x + 2)(9~2 + 26~ + 13)) 
(0 < x <Y < 11, 
= &y2(x - 1)2 (2x(y + 3)(5x + 13) -v(v + 2)(9x” + 26x + 13)) 
(0 < y < x < 1). 
640/22/3-3 
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llermite-Birkhoff-Polynom: 
PC(x) r <,-(x2(x - 1)(4x -’ 9)-f?‘(l) - X(X - 1)3(5~~ -‘- 13jj.;s’(0) 
-- x2(9x” 8.r ---~ 30)f3(1) $ (x -~- 1)‘(9x” -of- 26x -+ I?),fy(O)) 
ii c.,,7c Z 
-- 
I 1.27 . 10-a ~ 




Reproduzierender Kern von ( WZ2(Z) n I@;(1); (L(.) 1 L(.)),): 
k;(X, Jl) = &X(y - l)(y(vV” + y - 5) + X2(-Y + 2)) (0 < x < y < I), 
= i+J’(X - 1)(X(X’ + S - 5) + y’( 4’ + 2)) (0 < y < x < 1). 
Hermite-Birkhoff-Polynom: 
k ~ e1.i: I z 
-- 
2 4,14 . IO-5 0,39 
I ~ 3 1,29 . 1O-3 0,40 
Nach Satz 4 und Collatz [3], Stakgold [20] bietet sich folgende Anwendung 
auf die statische Biegung von Balken an. 
Auf einen Balken mit der veranderlichen Biegesteifigkeit l/(x + I), 
der an seinen Enden 0 und 1 fest eingespannt bzw. gelenkig gelagert ist, 
miissen an den Stellen xi = i/IO (1 -< i < 9) Einzellasten der GrijBe 
Ci,d.LJ j 7,97 I 7937 
i 1 1 I 2 ( 3 i 4 ’ _______ .~ 
G,*W , -0,20 ) 23,38 36,47 ’ 40,88 i 
-I- 
; 7,55 6,90 i 
5 6 
I ;37,01 - 26,77 
I-,- 
/ 5,91 4,59 
c~,~(Q bzw. ci,Jfi) gemaD folgender Tabelle 
I71 8i 9 
12,48 -3,00 --17,61 
-_____ 
3,03 1,49 1 -0,3 
wirken, damit seine stat&he Biegungslinie durch die Punkte (xi ,fi(xi)) 
bzw. (xi ,fi(x,)) (0 < i < IO) geht. Die Auslenkung des Balkens zwischen 
den Belastungstellen xi wird durch den gemaB (3.1) und (3.2) berechenbaren 
L-Spline S&, vom Typ I bzw. S1,I, vom Typ II reprasentiert. 
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BEISP.IEL 4. Operator: 
L _: D” L aD1 
i 
1 
u(x) = - ~ 
x+1 1 
) L*L = D4. 
Typ 1: 
Reproduzierender Kern von (B’;z(Z); (L(e) I L(.)),): 
zqx, J) = -Qy2(x - 1)’ (2xy + y - 3x) -+ $(u - q . 
Hermite-Birkhoff-Polynom: 
P,_(x) = x2(x - l)f,‘(l) + x(x - 1)2fs’(O) 
+ x2(3 - 2.x)f3(1) + (x - 1)2(2x + l)fs(O) 
k e2,k z 
1 I,24 . 1O-4 0,47 
3 557 . 10-7 j 0,53 
Typ II: 
Reproduzierender Kern von (Ws2(1) n l@?(1); (L(+) / L(a)),): 
K,(x, y) = -By” + --y(6y2 + 7~ + 14) x + &g(3y2 - 10~ - 20)x2 
t- &J( y + 2) X3 + B(y - X)“, * 
Hermite-Birkhoff-Polynom : 
Pl(4 = %4x + 2)“&(l) - 0 - 1)(x + 3)“&(O) 
k el,k Z 
2 1,48 * 10-3 0,57 
3 6,67 . 1O-4 0,59 
In diesem Beispiel m&en an den Stellen xi = i/10 (1 < i < 9) Einzellasten 
der GrijBe c&fi) bzw. ci,r(fi) gemal der Tabelle 
i 1 1 
ci,,(h) / --22,81 
~_ 
I 
4hJ : 52,lO 
_- 
_- 
2 ‘3 4 
7,64 33,22 50,90 
-7,42 11,40 / 8,36 
5 6 7 8’9 
57,lO 50,90 33,22 7,64 -22,81 
-- 
9,86 / 9,69 6,06 12,59 -22,61 
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wirken, damit die statische Biegungslinie eines Balkens mit dcr konstanten 
Biegesteifigkeit 1, der an seinen Enden 0 und I fest bzw. drehelastisch 
eingespannt ist (mit einer Drehelastizitgt der GrBBe 1 in 0 und 4 in I), 
durch die Punkte (s, ,.fj(Xi)) bzw. (-vi ,f?(s,)) (0 :.: i *z IO) geht. Die Aus- 
lenkung eines solchen Balkens zwischen den Belastungsstellen xi wird 
wiederum durch den L-Spline S,,,, vom Typ 1 bzw. Sl.f, vom Typ II rep&en- 
tiert. 
Zur Berechnung der reproduzierenden Kerne in den Beispielen 1 und 3 
verweisen wir auf die Ausfiihrungen bei Collatz [3]. 
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